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Схема задачi
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Постановка задачi

Наявно:

m постачальникiв A1, . . . ,Am з продукцiєю a1, . . . , am

n споживачiв B1, . . . ,Bn з потребами b1, . . . , bn

l промiжних пунктiв D1, . . . ,Dl , через якi здiйснюється
транспортування продукцiї до споживачiв

Потрiбно знайти оптимальний план транспортування продукцiї
x = {xik}k=1,l

i=1,m
та y = {ykj}j=1,n

k=1,l
, де

cik – витрати на перевезення одиницi продукцiї вiд постачальника
Ai до промiжного пункту Dk

ckj – витрати на перевезення одиницi продукцiї вiд промiжного
пункту Dk до споживача Bj

Вiктор Стовба Модифiкацiї ДТЗ 5 / 35



Формулювання задачi

f ∗ = min
x ,y∈Rn

+

f (x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (1)

за обмежень
l∑

k=1

xik = ai , i = 1 . . .m, (2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1 . . . n, (3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1 . . . l . (4)
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Властивостi задачi (1) – (4)

Має (m + n)×l змiнних та m + n + l обмежень

Належить до транспортних задач закритого типу (збалансованих)

Мiстить детермiнованi данi (запаси, потреби, вартостi)

Продукцiя однорiдна та перевозиться через промiжнi пункти
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Умова сумiсностi

Теорема 1 [1,2]
Система обмежень (2) – (4) є сумiсною тодi й лише тодi, коли виконується
умова

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj . (5)

Умова (5) дозволяє встановлювати розв’язнiсть задачi (1) – (4). Зокрема, в
AMPL для цього використовується оператор check.

[1] Карагодова О.О. Кiгель В.Р., Рожок В.Д. Дослiдження операцiй: Навч. посiб. Київ:
Центр учбової лiтератури, 2007. 256 с.

[2] Наконечний С.I., Савiна С.С. Математичне програмування: Навч. посiб. Київ: КНЕУ,
2003. 452 с.
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Планування роботи розподiльчих центрiв

Постачання та виробництво

Доставка сировини через промiжнi склади
Органiзацiя багаторiвневих ланцюгiв постачання

Енергетика та ресурси

Розподiл палива через нафтобази
Передача електроенергiї через пiдстанцiї
Газовi мережi з промiжними вузлами

Гуманiтарна та вiйськова логiстика

Розподiл допомоги через склади
Планування постачання в кризових умовах
Мiнiмiзацiя часу доставки в надзвичайних ситуацiях
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Модифiкацiя 1: верхнi границi на пропускнi здатностi п.п.

f ∗1 = min
x ,y∈Rn

+

f1(x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (1.1)

за обмежень
l∑

k=1

xik = ai , i = 1 . . .m, (1.2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1 . . . n, (1.3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1 . . . l . (1.4)

m∑
i=1

xik ≤ dup
k , k = 1 . . . l . (1.5)
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Умова сумiсностi

Теорема 2 [3]
Система обмежень (1.2) – (1.5) сумiсна тодi й лише тодi, коли виконується
умова

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bupj ≤
l∑

k=1

dup
k .

Примiтка. Для однакових даних f ∗ ≤ f ∗1 , причому рiвнiсть досягається тодi
й лише тодi, коли жодне з обмежень на верхнi границi неактивне.

[3] Stetsyuk, P.I., Stovba, V.O., Tregubenko, S.S., Khomiak, O.M. Modifications of the
Two-Stage Transportation Problem and Their Applications. Cybernetics and Systems Analysis
58. 2022. P. 898–913.
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Модифiкацiя 2: модифiкацiя 1 + вибiр промiжних пунктiв

f ∗2 = min
x,y,z

f2(x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (2.1)

за обмежень l∑
k=1

xik = ai , i = 1 . . .m, (2.2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1 . . . n, (2.3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1 . . . l . (2.4)

m∑
i=1

xik ≤ dup
k zk , k = 1 . . . l . (2.5)

l∑
k=1

zk = d , (2.6)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0, zk = 0 ∨ 1,

i = 1 . . .m, k = 1 . . . l , j = 1 . . . n.
(2.7)
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Умова сумiсностi

Теорема 3 [3]
Система обмежень (2.2) – (2.7) сумiсна тодi й лише тодi, коли виконується
умова

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bupj ≤
d∑

k=1

dup
k ,

де dup
1 ≥ dup

2 ≥ · · · ≥ dup
l .

Примiтка. Якщо l = d та dup
k ≥

∑m
i=1 ai для всiх k = 1 . . . l , тодi

задача (2.1) – (2.7) еквiвалентна класичнiй ДТЗ, а умова сумiсностi
змiнюється на

∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 b

up
j .

[3] Стецюк П.I., Стовба В.О., Трегубенко С.С., Хом’як О.М. Модифiкацiї двоетапної
транспортної задачi та їх застосування. Кiбернетика та системний аналiз. 2022. Т. 58. №6.
С. 54–70.
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Модифiкацiя 3: ДТЗ + границi на потреби споживачiв

f ∗3 = min
x,y,z

f3(x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (3.1)

за обмежень
l∑

k=1

xik = ai , i = 1 . . .m, (3.2)

l∑
k=1

ykj = zj , j = 1 . . . n, (3.3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1 . . . l . (3.4)

n∑
j=1

zj =
m∑
i=1

ai , (3.5)

blowj ≤ zj ≤ bupj , j = 1 . . . n, (3.6)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0,

i = 1 . . .m, k = 1 . . . l , j = 1 . . . n.
(3.7)
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Умова сумiсностi

Теорема 4 [4]
Система обмежень (3.2) – (3.7) сумiсна тодi й лише тодi, коли виконується
умова

n∑
j=1

blowj ≤
m∑
i=1

ai ≤
n∑

j=1

bupj .

[4] Stovba V., Khomiak O. Two-Stage Transportation Problem with Unknown Consumer
Demands: Consistency Aspects. Proceedings of 3rd International Conference on Problems of
Logistics, Management and Operation in the East-West Transport Corridor (PLMO 2024),
May 15-17, 2024, Baku, Azerbaijan.
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Модифiкацiя 4: мод. 3 + границi на пропускнi здатностi п.п.

f ∗4 = min
x,y,z

f4(x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (4.1)

за обмежень
l∑

k=1

xik = ai , i = 1 . . .m, (4.2)

l∑
k=1

ykj = zj , j = 1 . . . n, (4.3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1 . . . l . (4.4)

d low
k ≤

m∑
i=1

xik ≤ dup
k , k = 1 . . . l , (4.5)

n∑
j=1

zj =
m∑
i=1

ai , (4.6)

blowj ≤ zj ≤ bupj , j = 1 . . . n, (4.7)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0,

i = 1 . . .m, k = 1 . . . l , j = 1 . . . n.
(4.8)
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Умова сумiсностi

Теорема 5 [5]
Система обмежень (4.2) – (4.8) сумiсна тодi й лише тодi, коли виконуються
умови

n∑
j=1

blowj ≤
m∑
i=1

ai ≤
n∑

j=1

bupj ,

l∑
k=1

d low
k ≤

m∑
i=1

ai ≤
l∑

k=1

dup
k .

Примiтка. Якщо d low
k = 0, dup

k ≥
∑m

i=1 ai , k = 1 . . . l , а blowj = bupj = bj ,
задача (4.1) – (4.8) зводиться до класичної ДТЗ.

[5] Stetsyuk P., Stovba V. Solvability Conditions of Two-Stage Transportation Problem with
Two-Sided Constraints on Consumer Demands and Intermediate Points Capacities. International
Conference on Management and Control in Solving Engineering Problems (MaCoSEP 2025),
March 13-15, 2025, Baku, Azerbaijan.
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Задача оптимального розбиття-розподiлу [6]

[6] Kiseleva E.M., Prytomanova O.M., Us S.A. Solving of a two-stage continuous-discrete
problem of optimal partition-allocation with a given position of the centers of subsets. Cybern.
Syst. Analysis. 2020. Vol. 56, Issue 1. P. 1—12.
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Постановка задачi

Постачальник однорiдного ресурсу, неперервно розподiлений в
областi Ω зi щiльнiстю ρ(x) = 1

Пункти першого етапу (первинної переробки) τ Ii , i = 1 . . . 5

Пункти другого етапу (споживання) τ IIj , j = 1 . . . 3

Задано:

Координати пунктiв першого та другого етапiв

Вартостi транспортування c Ii (x , τ
I
i ) та c IIj (τ

I
i , τ

II
j )

Потрiбно
розбити множину Ω на пiдмножини Ω1, . . . ,Ω5,

⋃5
i=1Ωi = Ω

визначити об’єми перевезень vij ≥ 0 (i = 1 . . . 5, j = 1 . . . 3)

так, щоб мiнiмiзувати сумарну вартiсть транспортування
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Формулювання задачi

5∑
i=1

∫
Ωi

c Ii (xi , τ
I
i )ρ(x)dx +

5∑
i=1

3∑
j=1

c IIij (τ
I
i , τ

II
j )vij → min (6)

за обмежень
3∑

j=1

vij =

∫
Ωi

ρ(x)dx , i = 1 . . . 5, (7)

5∑
i=1

vij = bIIj , j = 1 . . . 3, (8)

5∑
i=1

∫
Ωi

ρ(x)dx =
3∑

j=1

bIIj . (9)
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Схема задачi

Для сiтки 500× 500 задача має
1 250 018 змiнних та 250 009 обмежень
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Обчислювальний експеримент
Використано: ДТЗ з верхнiми границями на пропускнi здатностi п.п.

Тест 1: сiтка 31× 31, dup
k =

∑m
i=1 ai

Тест 2: сiтка 500× 500, dup
k =

∑m
i=1 ai

Тест 3: сiтка 500× 500, dup
k = 0.2 ·

∑m
i=1 ai

Тест 4: сiтка 500× 500, dup
k = 0.25 ·

∑m
i=1 ai

Для розв’язання задачi використано солвер CPLEX з NEOS-сервера
та мова моделювання AMPL

[7] Stetsyuk, P.I., Stovba, V.O., Khomiak, O.M., Stetsyuk M.G. Two-Stage Transportation
Problem with Two-Sided Constraints on Consumer Demands and Upper Bounds for Capacity of
Intermediate Points. Cybernetics and Systems Analysis. 2024. Vol. 60. P. 919–929.
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Оптимальнi розбиття (тести 1 i 2)

а) сiтка 31× 31, обсяги споживання: 0.220604, 0.418314, 0.361082 (0.03 с)
б) сiтка 500× 500, обсяги споживання: 0.228976, 0.428876, 0.342148 (60 с)
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Оптимальнi розбиття (тести 3 i 4)

а) обсяги виробництва (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2) та споживання (0.2, 0.6, 0.2)
б) виробництво (0.11, 0.25, 0.25, 0.25, 0.14) та споживання (0.25, 0.5, 0.25)
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Iншi застосування

Задача про прикрiплення/призначення
Для заданих на площинi точок визначити прикрiплення до
кластерiв з заданими центрами так, щоб мiнiмiзувати сумарну
вiдстань вiд точок до центрiв кластерiв

Задача про p-медiану графа [3]
Серед заданих на площинi точок вибрати p медiан так, щоб
мiнiмiзувати сумарну вiдстань вiд них до решти точок

Задача про оптимальне розташування заданої кiлькостi
складiв [3]
Визначити рацiональне розташування заданої кiлькостi складiв з
урахуванням визначеного положення постачальникiв та
споживачiв матерiально-технiчних засобiв на територiї, де вони
виконують свої завдання
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Класична ДТЗ

F ∗ = min
x ,y

F (x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (L1)

за обмежень
l∑

k=1

xik = ai , i = 1 . . .m, (L2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1 . . . n, (L3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1 . . . l . (L4)

Вважатимемо, що cik , ckj , ai та bj – цiлi
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Квадратична задача

Q∗
w = min

X ,Y

Q(X ,Y ) =
m∑
i=1

l∑
k=1

uikX
2
ik +

l∑
k=1

n∑
j=1

vkjY
2
kj

 (Q1)

за обмежень
m∑
i=1

l∑
k=1

cikXik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjYkj = F ∗, (Q2)

l∑
k=1

Xik = ai , i = 1 . . .m,

l∑
k=1

Ykj = bj , j = 1 . . . n, (Q3)

m∑
i=1

Xik −
n∑

j=1

Ykj = 0, k = 1 . . . l . (Q4)
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Єдинiсть розв’язку задачi (Q1) – (Q4)

Теорема 6
Якщо uik > 0 та vkj > 0, то задача (Q1) – (Q4) має єдиний
розв’язок.

З теореми 6 випливає: якщо для двох будь-яких рiзних
наборiв додатних вагових коефiцiєнтiв розв’язки квадратичної
задачi спiвпадають, то лiнiйна задача має єдиний розв’язок.
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Висновки

Дослiджено низку модифiкацiй двоетапної транспортної задачi,
встановлено необхiднi та достатнi умови сумiсностi систем
обмежень цих задач

Розглянутi моделi досить гнучкi та застосовнi для багатьох
прикладних задач, зокрема до задачi оптимального
розбиття-розподiлу

Отриманi результати дозволяють встановлювати розв’язнiсть
задач та єдинiсть розв’язку
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Запитання?

ДЯКУЮ ЗА УВАГУ!
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