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Постановка задачi

Ax = b
A ∈ Mm×n(R) — матриця вимiрювань,
x ∈ Rn — невiдомий розрiджений вектор,
b ∈ Rm — вектор вимiрювань.

x = ?

m < n
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ℓ1 мiнiмiзацiя

За певних умов на матрицю A та розрiдженiсть вектора x, задачу вiдновлення
розрiдженого сигналу можна розв’язати за допомогою ℓ1 мiнiмiзацiї:

x∗ = argminx∈Rn ∥x∥1 за обмежень Ax = b. (P1)

Iснують як детермiнованi, так i ймовiрнiснi умови, що гарантують успiшне
вiдновлення розрiдженого сигналу за допомогою ℓ1 мiнiмiзацiї.
Будемо розглядати випадковi матрицi:

aij
iid∼ N (0, 1), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n
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Лiнiйне програмування

Задача (P1) може бути перетворена на задачу лiнiйного програмування (ЛП)
наступним чином:

мiнiмiзувати
n∑

i=1

yi (LP1)

за обмежень Ax = b, (LP2)
− yi ≤ xi ≤ yi, (LP3)
yi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (LP4)

Задача (LP1)–(LP4) є еквiвалентною задачi (P1) та може бути розв’язана за
допомогою будь-якого ЛП солвера.
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Табл.: Порiвняння ЛП солверiв для n = 5000.

CPLEX HiGHS Gurobi Clarabel
σ m test t, s ∥x̂− x∗∥2 t, s ∥x̂− x∗∥2 t, s ∥x̂− x∗∥2 t, s ∥x̂− x∗∥2

0.01 790 0 31.6 1.73e-12 48 1.02e-08 22.4 1.22e-12 11.5 8.16e-08
1 29.6 4.85e-12 44.4 5.61e-12 5.7 5.8e-12 11.6 9.65e-08
2 31 3.94e-12 46.9 5.27e-10 5.76 6.9e-12 12.8 2.95e-07
3 31.2 5.9e-12 44.1 3.98e-07 5.8 4.06e-12 12.5 1.13e-08
4 29.3 4.22e-12 46.9 8.48e-08 5.81 6.53e-12 11.3 9.00e-08

0.05 1510 0 84.7 1.11e-11 2183 1.22e-10 81.1 6.69e-12 38.8 5.49e-08
1 84.9 1.17e-11 169 2.73e-09 80.5 2.24e-12 39.8 5.76e-08
2 84.8 1.17e-11 192 2.89e-10 29.5 1.16e-11 37.8 1.53e-07
3 84 1.19e-11 170 8.73e-09 80.6 3.16e-12 38.6 1.33e-06
4 84.7 1.04e-11 163 5.73e-08 80.5 3.49e-11 41.1 6.12e-08

0.1 2140 0 158 1.6e-11 589 1.58e-09 143 1.3e-11 89.8 8.53e-07
1 159 1.53e-11 396 9.44e-11 151 8.23e-12 90.3 1.08e-07
2 164 1.43e-11 383 6.54e-09 50.5 1.84e-11 89.8 3.64e-07
3 160 1.62e-11 590 7.66e-08 139 8.75e-12 89.8 1.37e-07
4 159 1.54e-11 384 3.19e-10 140 1.45e-11 89.6 4.75e-06
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Перевiрка єдиностi розв’язку

Для розумiння умов єдиностi розв’язку задачi (P1) використовуємо наступний
геометричний пiдхiд:

Визначення

Конус спадання D(f,x) опуклої функцiї f : Rn → R у точцi x ∈ Rn визначається
як

D(f,x) =
⋃
τ>0

{z ∈ Rn : f(x+ τz) ≤ f(x)} .

Proposition

Вектор x ∈ Rn є єдиним розв’язком задачi (P1) за b = Ax тодi i тiльки тодi, коли
D(∥ · ∥1,x) ∩KerA = {0}.
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x∗
+KerA

x∗

D(∥ · ∥1,x∗) + x∗

(а)

x∗ +KerA
x∗

D(∥ · ∥1,x∗) + x∗

(б)

x∗ +KerA
x∗

D(∥ · ∥1,x∗) + x∗

(в)

Рис.: Зафарбована дiлянка показує конус спадання ℓ1-норми в точцi x∗ (для наочностi
центр конусу змiщено на x∗); заштрихована дiлянка є множиною векторiв, для яких
норма є меншою порiвняно з x∗. У випадку (а) маємо єдиний розв’язок задачi, що

збiгається з вектором x∗. У випадку (б) маємо розв’язок iз меншою ℓ1-нормою, нiж x∗. У
випадку (в) маємо декiлька розв’язкiв iз такою ж ℓ1-нормою, що i x∗.

Стороженко А.О., Стецюк П.I. ЛП та КП для вiдновлення розрiдженого сигналу KyivAcademUs 2026 7 / 14



Квадратичне програмування

Для перевiрки єдиностi попередньо знайденого розв’язку x̂ (iз вiдповiдним
значенням функцiї f̂) задачi (LP1)–(LP4) розглянемо наступну задачу
квадратичного програмування (КП):

мiнiмiзувати
n∑

i=1

y2i (1)

за обмежень Ax = b, (2)
− yi ≤ xi ≤ yi, (3)
n∑

i=1

yi = f̂ , (4)

yi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (5)

Якщо розв’язок задачi (1)–(5) вiдрiзняється вiд x̂, то розв’язок задачi
(LP1)–(LP4) не є єдиним.
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Рис.: Приклад тесту на єдинiсть розв’язку задачi (LP1)–(LP4) для матрицi з випадковими
цiлочисельними елементами вiд −10 до 10 та двома лiнiйно залежними стовпцями. Злiва
представленi значення розв’язку ЛП-задачi, який спiвпадає з вектором x∗. Справа —
розв’язок задачi квадратичного програмування, який вiдрiзняється вiд попереднього
вектора, що свiдчить про неунiкальнiсть розв’язку ЛП-задачi.
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Висновки

• Порiвняння ЛП солверiв для задачi вiдновлення розрiдженого сигналу
показало, що Clarabel є найшвидшим серед розглянутих солверiв, але при
цьому має бiльшу похибку порiвняно з комерцiйними солверами CPLEX та
Gurobi.

• Можливо перевiрити єдинiсть розв’язку задачi (P1) за допомогою розв’язання
вiдповiдної задачi квадратичного програмування: якщо розв’язок цiєї задачi
вiдрiзняється вiд розв’язку ЛП-задачi, то розв’язок ЛП-задачi не є єдиним.

• Потенцiйним напрямком подальших дослiджень є теоретичне обчислення
ймовiрностi єдиностi розв’язку задачi (P1) для випадкових матриць з
цiлочисельними елементами, а також використання iнших оптимiзацiйних
методiв для перевiрки єдиностi розв’язку.
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Дякую за увагу!

Стороженко А.О., Стецюк П.I. ЛП та КП для вiдновлення розрiдженого сигналу KyivAcademUs 2026 11 / 14



Лiтература I

Amelunxen, Dennis, Martin Lotz, Michael B. McCoy та Joel A. Tropp. “Living on
the Edge: Phase Transitions in Convex Programs with Random Data”. В:
Information and Inference: A Journal of the IMA 3.3 (вер. 2014), с. 224—294. issn:
2049-8764. doi: 10.1093/imaiai/iau005. (Дата зверн. 10.03.2026).
Candes, E.J. та T. Tao. “Decoding by linear programming”. В: IEEE Transactions on
Information Theory 51.12 (2005), с. 4203—4215. doi: 10.1109/TIT.2005.858979.
Chandrasekaran, Venkat, Benjamin Recht, Pablo A. Parrilo та Alan S. Willsky. “The
Convex Geometry of Linear Inverse Problems”. В: Foundations of Computational
Mathematics 12.6 (груд. 2012), с. 805—849. issn: 1615-3375, 1615-3383. doi:
10.1007/s10208-012-9135-7. arXiv: 1012.0621 [math]. (Дата зверн.
20.02.2026).
Donoho, D. “Compressed Sensing”. В: Information Theory, IEEE Transactions on 52
(трав. 2006), с. 1289—1306. doi: 10.1109/TIT.2006.871582.

Стороженко А.О., Стецюк П.I. ЛП та КП для вiдновлення розрiдженого сигналу KyivAcademUs 2026 12 / 14

https://doi.org/10.1093/imaiai/iau005
https://doi.org/10.1109/TIT.2005.858979
https://doi.org/10.1007/s10208-012-9135-7
https://arxiv.org/abs/1012.0621
https://doi.org/10.1109/TIT.2006.871582


Лiтература II

Foucart, Simon та Holger Rauhut. A Mathematical Introduction to Compressive
Sensing. Applied and Numerical Harmonic Analysis. New York, NY: Springer, 2013.
isbn: 978-0-8176-4947-0 978-0-8176-4948-7. doi: 10.1007/978-0-8176-4948-7.
(Дата зверн. 21.02.2026).
Goulart, Paul J. та Yuwen Chen. Clarabel: An Interior-Point Solver for Conic
Programs with Quadratic Objectives. Трав. 2024. doi:
10.48550/arXiv.2405.12762. arXiv: 2405.12762 [math]. (Дата зверн.
20.02.2026).
Gurobi Optimization, LLC. Gurobi Optimizer Reference Manual. Accessed:
2026-03-06. url: https://www.gurobi.com.
Huangfu, Q. та J. A. J. Hall. “Parallelizing the dual revised simplex method”. В:
Mathematical Programming Computation 10.1 (2018), с. 119—142. doi:
10.1007/s12532-017-0130-5.
IBM ILOG. CPLEX Optimization Studio Documentation. Accessed: 2026-03-06.
url: https://www.ibm.com/docs/en/icos.

Стороженко А.О., Стецюк П.I. ЛП та КП для вiдновлення розрiдженого сигналу KyivAcademUs 2026 13 / 14

https://doi.org/10.1007/978-0-8176-4948-7
https://doi.org/10.48550/arXiv.2405.12762
https://arxiv.org/abs/2405.12762
https://www.gurobi.com
https://doi.org/10.1007/s12532-017-0130-5
https://www.ibm.com/docs/en/icos


ДОДАТОК 1: Гарантiї вiдновлення для ℓ1 мiнiмiзацiї

Iснують рiзноманiтнi умови, що гарантують еквiвалентнiсть задачi ℓ1 мiнiмiзацiї та
початкової задачi вiдновлення розрiдженого сигналу, але в цiй роботi ми
використовуємо наступний iмовiрнiсний результат для гаусiвських матриць
вимiрювань1:

Теорема

Нехай x∗ ∈ Rn — фiксований вектор i p ∈ (0, 1). Нехай A ∈ Mm×n() — матриця з
незалежними N (0, 1)-розподiленими елементами i b = Ax∗. Тодi

m ≤ δ(D(∥ · ∥1,x∗))− aη
√
n =⇒ P{x∗ є єдиним розв’язком (P1)} ≤ η

m ≥ δ(D(∥ · ∥1,x∗)) + aη
√
n =⇒ P{x∗ є єдиним розв’язком (P1)} ≥ 1− η,

де aη =
√

8 log(4/η).

1Amelunxen та iн., “Living on the Edge” (вер. 2014).
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